Exercices pour le cours d’Apprentissage et Grande Dimension
en statistique

February 27, 2017
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1 Pénalisation, parcimonie et classification linéaire

1.1 Méthode LASSO

On se place dans le modele de régression
y=XB+0t, peRM

ou y € R™ et £ est un vecteur gaussien centré de matrice de variance-covariance 'identité
(avec les notations du cours).

5 (Iy—XﬂII%

Br = argmingegm >

+A||ﬁ||1)

1. On suppose I'hypotheése ORT sur la matrice de design, c’est-a-dire n ™' X7 X = Idy,.
Montrer que (3}, est aussi défini par

: . Siti(z = 8))°
ﬂL—argmmﬁeRM( =+ AllBl:

pour un vecteur z dépendant de y et X que I'on déterminera

2. En déduire, dans le cas de la question 1 que pour tout 57 < M
BE = sgn(B)(I35] = N4 i (2); = max(x,0)

3. Si le design est quelconque . Soit X la j ieme colonne de X et supposond que X;X j=n
pour tout j < M. Soit F,(8) = |ly — X8Il + 2A[|8[l1. Montrer que
OF.(8) _ Xjy —XB)

_ B
95; = - +2/\|Bj‘

4. soit B € RM et fU9) défini par ﬂ,ij) =P sik#jet
: T 1
00—k (1- 7] Ry= Xy - 6

Montrer que Fy,(37)) < F,(B) et que si 8Y) # 3 alors F,(3Y)) < E,(8). En déduire

une possibilité d’algorithme pour minimiser F,.

1.2 Pénalisation BIC et AIC
On se place dans le modele de régression

y:0+o-£a 52(517"'7£n)ta 51”'\'4-/\/‘(0’0-2)
0= (01, - ,0,).

1. Calculer 'estimateur de maximum de vraisemblance en 6 en supposant ¢ connu. Quel
est 'estimateur de o si o est supposé inconnu? Pourquoi cela pose- t- il probleme?



Apprentissage et grande dimension, Année 2015-2016,/ Feuille 2 3

2. Considérons le modele indéxé par v € {0,1}" tel que 6; = 0 si 7, = 0. Pour tout
~ € {0,1}" calculer le maximum de vraisemblance dans ce modeéle.

3. En supposant o connu, pour tout 7 € {0,--- ,n} et tout v € {0,1} tel que 1" ;v =,
soit

BIC(v) = ln(04,7) — glogn, ou

l,(0,7v) est la vraisemblance dans le modele ~ et HAV le maximum de vraisemblance
associé. Montrer que

Z?:_lr y(ZZ)

< _
BIC(y) < 5,7

r — 2 2 2
3 logn:=C(r), Y1) <vyp) < < Ym

4. Supposons que le vrai parametre de la loi de y soit 8 = (0, --- ,0). Montrer qu’avec une
probabilité tendant vers 1,

c(0) >c)
5. Montrer que le résultat est faux si le BIC est remplacé par

AIC(Y) = £n(8,,7) — 2r

1.3 Classification linéaire

Considérons un probleme de classification & 2 classes {1,2} basé sur des données {(y;, ;)"
On notera nq la taille de la population dans la classe 1 et ns celle de la classe 2. on considerera
une approche par analyses discrimnantes linéaires pour lesquelles 771 = n1/n et T3 = no/n .

1. Ecrire la résolution par ’analyse discriminante linéaire construite a partir des estima-
teurs des moments

2. Ecrire la résolution par I’analyse discriminante linéaire construite a partir du maximum
de vraisemblance

3. Soit 6% = [Zi:yizl(xi —z1)% + Zi:yQ (z; — T2)%]/(n — 2) et 62 = nina(Z1 — T2)* Montrer
que estimateur 3 des moindre carrés associé i i (yi — Bo — @i B)? vérifie
[(n —2)6% 4+ n62)b = n(Zy — 1)

et qu’il existe une constante c telle que

1.4 Controle du risque

On suppose que la loi P du couple (X,Y) est donnée de la maniére suivante: Y ~ B(p) pour
un parametre p €0, 1] puis X € R? est donné par sa loi conditionnelle sachant Y:

XY ~ N(py, )

o1 ¥ est une matrice définie positive et pg, 1 sont deux vecteurs distincts de R
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1. Déterminer la fonction de régression
n(z) = E(Y[X = x).
2. En déduire la forme du classifieur de Bayes, g*, et montrer que son risque de classification
s’écrit

R =pP[Z>6/2+0"" log(lp%p)] +(1-p)P[Z < —5/2+67" 1og(17'%p)]

ot 6 = [y — po)|| et Z ~ N(0,1).

3. En pratique, on dispose d’un n-échantillon (Xj;,Y;), 1 <i <n, de la loi P. On suppose
que l'on est dans un cas ol 'on connait p et X et on se propose d’estimer pg et p; par
maximum de vraisemblance. Donner la forme des estimateurs fig et fi1 ainsi obtenus.

4. En déduire un estimateur de la fonction de régression, 7 et une regle de classification, g.
5. Montrer que R(g§) — R* en probabilité, quand n — oo.

6. Montrer que § n’est pas universellement consistante. Il suffira de fabriquer une autre
loi P’ telle que si (X;,Y;) et (X,Y) sont iid de loi P’, alors R(§) ne converge pas vers
R*.
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2 Minimisation du risque empirique

2.1 Dictionnaire fini et inégalité de Hoeffding

Soit G = {fi,..., fp} une famille finie de classifieurs. Soit, avec la notation habituelle, D,, =

(X1,Y1),...,(Xp,Ys)) un famille de couples aléatoires i.i.d. de loi P. Soit R, le risque
empirique. Soit § la régle de minimisation du risque empirique.

1. Ecrire le risque théorique R(f;) pour chaque f; ainsi que le risque empirique ﬁn( fi)-

2. En utilisant I'inégalité de Markov, montrer que pour tout ¢t > 0, pour tout j € {1, ..., p},

(fi) (1 = R(f;))

nt2 '

B |R@) - nt R(1)| <277

PR ~ Ralf) > 1] < &

3. En déduire que

et

4. Comparer avec le résultat obtenu en cours ot 'on utilisait I'inégalité de Hoeffding.

5. Montrer que s’il existe un j tel que R(f;) =0, on a

P|RG) - it RO < Lios(o/e)| 21—

1<i<p
Donner la majoration qui en découle pour E [R(§) — inf1<i<p R(f)].

2.2 Dictionnaire dénombrable et inégalité de Hoeffding

Soit G = {f; : j € N} une famille dénombrable de classifieurs. Soit D,, = ((X1,Y1),..., (X, Yn))
un famille de couples aléatoires i.i.d. de loi P. Soit R,, le risque empirique. Enfin, soient p; > 0

des réels tels que
o0
> pi=1
§=0

1. En utilisant I'inégalité de Hoeffding, montrer que:

R log %
P Vi, R(fj) — Ru(fj) < 2%]) >1-

DN ™
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2. On suppose qu’il existe j € N* tel que

inf R(f;) = R(f;)

Montrer que la regle de classification

= £;() o j € argmin | Ru(f;) +
JjEN

satisfait pour tout € > 0 :




